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Aufgabe 1:
Zeigen Sie, dass fiir alle n € N mit n > 2 gilt

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1:

Behauptung: Fiir alle n € N mit n > 2 gilt >}, ﬁ = % — %

Beweis: Die Behauptung kann mittels vollstandiger Induktion gezeigt werden.

.- Fii — ; 2 1 _1_3 5 _ 3 2:24+1
LA.Furn—2glltZk=2m—g—z*ﬁ—lf2.2(2_’_1).

IV: Fiir ein festes aber beliebiges n € N mit n > 2 gelte bereits 22:2 k2£1 = % — 23&";11).
IS (n ~»n+1): Es gilt
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Aufgabe 2:

Schreiben Sie die gesuchten Ergebnisse in die dafiir vorgesehenen Késten. Es wird jeweils nur das Ergebnis
im Kasten bewertet. Rechenwege und Begriindungen werden nicht verlangt und nicht bewertet. Jede
richtige Antwort wird mit +0,5 Punkten bewertet.

(i) Bestimmen Sie den folgenden Grenzwert, falls dieser existiert:

_7)2 _ _
lim (3 —x)* —log(z — 2) |1 .
z—3 222 — Tx + 3 5

(ii) Bestimmen Sie alle x € R, in denen die folgende Potenzreihe konvergiert:

oo

1
Z m($ — 2)?" konvergiert < x €|[[1,3]|

n=



(iii) Es sei die Folge (a,,) definiert durch

ay = 1, Ap41 =

Bestimmen Sie den Grenzwert a der Folge (ay):

a=[0]

(iv) Berechnen Sie das folgende Integral:

2 2
62 + 4
— dx = | 2log(10) |.
/1 22 08(10)

(v) Es seien a € R und

(vi)

z24(a—2)z—2a
fa: R =R, fo(z) ::{ =2 P72

3, x =2

Bestimmen Sie alle a € R, sodass f, stetig ist:

fa ist stetig < a € .

Schreiben Sie folgende Zahl als 5-adische Entwicklung:

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2:

(i)

Der folgende Grenzwert existiert:

o 2B8-z)— L5 1
lim = ——.

z—3 4o — 7 )

Mit den Regeln von de L’Hospital folgt die Existenz des gegebenen Grenzwertes und es gilt

(3 —x)? —log(z — 2) 1

lim =——.
T3 202 — Tz + 3 5
Substituiere y := (z — 2)? und betrachte Y > mgﬂ mit a, = m (n € N). Dann gilt
1 S0 1 1 §"ﬁ|an|=;< 1 nooo g

<
Van2 — UYn?2+3 VYnZ=—2n+3 " V2

Somit ist diese Reihe konvergent fiir |y| < 1 und divergent fiir |y| > 1. Durch Riicksubstitution
erhélt man Konvergenz fiir

lz—27<1 < =ze(1,3)

(d.h. der Konvergenzradius betrégt 1). Zu priifen sind noch die Randpunkte: fiir z = 1 oder = 3
gilt

3n? —2n+1>3n*>—2n> =n?> (neN)
und die Reihe Zle % konvergiert, nach dem Majorantenkriterium konvergiert daher auch die
Reihe Y77 | sot—(z — 2)?" (fiir # = 1 oder = = 3). Somit konvergiert die gegebene Reihe also

n=0 3n2—-2n-+1
genau dann, wenn z € [1, 3].



(iii) Es gilt an, > 0 (n € N) (Beachte: a; > 0). Weiter gilt

Ap+1 o 1 <

Qn, an, +2 —

<1,

N =

d.h. (a,) ist eine monoton fallende und nach unten beschrinkte Folge. Nach dem Monotoniekriterium
ist die Folge somit konvergent. Setze a := lim,,_, o @y, dann gilt:

a
a—+ 2

a= & d*+2a=a & d*+a=0
<ala+1)=0 & a=0Va=-1
Wegen a,, > 0 (n € N) gilt a = 0.

(iv) Es gilt

2 2
6x + 4 3 2
/1 B om 2 dz = 2 [log(z” + 22 — 2)]| = 2(log(10) — log(1)) = 21log(10).

(v) Fir x # 2 ist f, als Komposition stetiger Funktionen fiir beliebige a € R stetig. Damit die Funktion
stetig auf ganz R ist, muss sie zudem in 2 stetig sein. Mittels Polynomdivision erhilt man 22 + (a —

2)z — 2a = (x — 2)(z + a). Fiir x # 2 gilt somit

fa(x)=x+aﬂ>2+a;3:f(2),

woraus a = 1 folgt. Somit ist f, genau dann stetig, wenn a = 1 gilt.

(vi) Mit dem Algorithmus aus der Vorlesung ergibt sich fiir a = 0,048 = 1000 125 und ¢ =5
zo = [0,048] = 0, ap = 0,048 — 0 = 0,048,
21 = [395 5] = [2} ar =45 — 0=
22:[%5} [g} aQ:g—l:%,
zg=[¢-5]=[1]= az=1—-1=0

und z, = 0 fiir alle n > 4. Somit ergibt sich die 5-adische Entwicklung 0,048 = 0,0115. Alternativ

kann man wegen 5% = und 5%, auch direkt die Behauptung 0,048 = 0,0115 ablesen.

100 = 1000

Aufgabe 3:

Verbinden Sie die folgenden Aussagen mit logischen Beziehungen, indem Sie eines der folgenden Symbole
=, <, <, bzw. f, |, § oder den Text “keine Beziehung” in die Ké&stchen schreiben. Rechenwege und
Begriindungen werden nicht verlangt und nicht bewertet. Jedes Késtchen mit korrektem Eintrag wird
mit +0,5 Punkten bewertet. Fehlt eine Implikation, gibt es fiir dieses Késtchen keinen Punkt.

Es sei (ay,) eine beschrinkte reelle Folge.

(ay) ist monoton >0 | an konvergiert
fallend k.B.Y ' absolut =2) >0 | a2 konvergiert
43 e

(an) hat genau

_ . ) (a,) konvergiert =6 |(a?) konvergiert
einen Hiufungswert

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3:



o0
n=1

1) a, :== * (n € N) ist eine beschriinkte, monoton fallende Folge, aber die Reihe 3

(harmoerlische Reihe).

Fiir a, := (—=1)"-2 (n € N) gilt: 3,7 | a,, konvergiert absolut, aber die Folge ist nicht monoton.

an divergiert

2) Aus der (absoluten) Konvergenz der Reihe Y 7, a, folgt, dass (a,) eine Nullfolge ist, d.h. es existiert

n=1

ein ng € N, sodass |a,| < 1 ist fiir alle n > ng. Damit gilt a2 < |a,| fiir alle n > ng. Nach dem
2

Majorantenkriterium konvergiert somit die Reihe > | a2.
Definiere a, := (—1)"% (n € N). Wegen a2 = -; konvergiert die Reihe Y 7, a2, aber die Reihe
>o° | an konvergiert nicht absolut.

3) (an) ist beschrénkt und monoton fallend und somit konvergent nach dem Monotoniekriterium, somit
hat die Folge genau einen Haufungswert.
Die Folge a,, :==1 — % (n € N) hat genau einen Haufungswert, ist aber streng monoton wachsend.

4) Aus der (absoluten) Konvergenz der Reihe ., a, folgt, dass (a,) eine Nullfolge ist, d.h. (ay)

n=1
konvergiert gegen 0 und ist natiirlich konvergent.
Die konstante Folge a,, := 1 (n € N) konvergiert, aber die Reihe >_° | a,, konvergiert nicht, da es sich

bei (a,) nicht um eine Nullfolge handelt.
5) Da die Folge beschréinkt ist, sind diese Aussagen nach der Vorlesung dquivalent.

6) Das Produkt zweier konvergenter Folgen ist wieder konvergent.
Definiere a,, := (—1)" (n € N). Dann ist (a2) = (1) konvergent, aber (a,) selbst nicht.

Aufgabe 4:

(i) Untersuchen Sie die folgende Funktionenfolge auf punktweise Konvergenz und geben Sie gegebenen-
falls die Grenzfunktion an. Ist (f,,) gleichméfig konvergent?

fni0,2] 5 R, fu(x) :=(2—x)|z—1|" (n €N).

(ii) Untersuchen Sie die folgende Funktionenreihe auf punktweise und gleichméfige Konvergenz:

— = .
;m fuer[O,Q]

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4:

(i) Behauptung: (f,) konvergiert punktweise, aber nicht gleichméfig, gegen die Funktion

2, x =0,

f:00,2] = R, f(x) := {0 re(0.2]

Beweis: Fir x = 0 gilt f,(z) =2 — 2 (n — o0) und fir z = 2 gilt f,(2) =0 — 0 (n — o0). Fir
x € (0,2) gilt |z — 1] < 1 und somit |z — 1" — 0 fiir n — oo. Man erhélt also

fo(@) = (2 —2) |z — 1" =25 0.
Folglich erhélt man die punktweise Grenzfunktion

2 z=0
:00,2] = R, f(z) =< '
710,25 R, (z) {0’ o
Da die Funktionen f, alle stetig sind, die Grenzfunktion f allerdings nicht, kann die Konvergenz
nicht gleichméifig sein. O

o0 x
n=1 4n2—zxn

(ii) Behauptung: Die Funktionenreihe
sondere auch punktweise.

konvergiert auf [0, 2] gleichméfig und damit insbe-



Beweis: Fiir alle z € [0,2] und n € N gilt

T x 2 1

An2 —gn — 4n? —2n — 4n? —2m2  n2’

Da die Reihe Y 7 | # konvergiert, folgt die gleichméfige Konvergenz der Funktionenreihe aus

dem Kriterium von Weierstrafs. Des Weiteren impliziert gleichméfige Konvergenz auch punktweise
Konvergenz. O



Aufgabe 5:

(i)

(i)

Es sei die Funktion f: [—2,27] — R definiert durch f(z) := —4cos (£) +4sin (). Zeigen Sie, dass
f Lipschitz-stetig ist mit Lipschitz-Konstante v/2.

Hinweis: Es gilt sin (%) = cos (%) = §

Es sei die Funktion f: R — R gegeben durch

F@) = {xe_slc, z >0,

0, z < 0.

Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion in allen Punkten, in denen sie differenzierbar ist.

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 5:

(i)

Behauptung: f ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante v/2.

Beweis: f ist (beliebig oft) stetig differenzierbar. Somit existiert zu z,y € [—2m,27] (es sei ohne
Einschrankung = < y) nach dem Mittelwertsatz ein £ € (z,y) mit

f@) = fly) = f )z —y)

und damit folgt

[f(@) = fI=1f' Oz -yl < max [f(E]|z—yl,

fe[—2m,27]

wobei letzteres Maximum existiert, da f’ stetig und das Intervall kompakt ist. Um das Maximum
von f’ auf [—2m, 27] zu bestimmen, berechnet man zunéchst die ersten beiden Ableitungen von f.
Es gilt fir « € [-27, 27]:

1 T 1 T
1" _ d T -
! (x)’4C°S(4) 45”1(4)'
Damit f’ an einer Stelle g € (—2m,27) ein lokales Extremum besitzt, muss f”(x¢) = 0 gelten.
Es gilt sin (%) = cos (%) genau dann, wenn z = 7 + 4kw (k € Z). Dies ist somit genau dann der

Fall, wenn z =  gilt. Weiter gilt f/(7) = sin(F) 4 cos (§) = V2. Am Rand gilt: f/(—27) =
sin (—3) +cos (—3) = —1 und f/(27) = 1. Wegen 1 < V2 gilt maxee(_ax,2. |/ (€)] = V2, woraus
die Behauptung folgt. O

Behauptung: f ist auf R differenzierbar mit
1

f,(x):{(l—&-w)e_m, x>0,

0, z <0.

Beweis: Fir x < 0 ist f(x) = 0 und somit differenzierbar mit Ableitung f’(x) = 0. Fiir z > 0 ist f
nach der Produkt- und Kettenregel differenzierbar mit Ableitung

1 1
f/(‘r) — e_% _i'_xe_% . ﬁ = <1 —|— x) e_%_

Im Punkt z = 0 gilt: fir ~ < 0 gilt f/(0—) = lim w = 0. Fiir A > 0 erhilt man

o h—0—

F) = 5O) _ —y e

d.h. f/(04) = 0 und somit existiert die Ableitung im Punkt 0 und ist gegeben durch f/(0) =0. O



